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Исследуется цикловая структура самоуправляемого 2-линейного реги-
стра сдвига над кольцом Галуа четной характеристики. Показано, что
при надлежащем выборе функции самоуправления и функции выхода по-
чти все начальные заполнения индуцируют выходную последовательность
максимально возможного периода.
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§1. Введение

Полилинейный регистр сдвига является естественным многомер-
ным обобщением стандартного (одномерного) линейного регистра сдви-
га. Первоначально двумерный линейный (2-линейный) регистр сдвига
был предложен японскими математиками Nomura и Fukuda в качестве
декодера так называемого двумерного циклического кода [5]. Позже оте-
чественные специалисты указали на возможность использования поли-
линейного регистра для выработки псевдослучайных последовательно-
стей (ПСП) [3]. На основе 2-линейного регистра сдвига (2-ЛРС) над
кольцом вычетов Z2n был построен генератор ПСП. В работе [1] ис-
следованы его периодические свойства, а в работе [2] показано, что вы-
ходная последовательность обладает большим рангом и хорошими ча-
стотными характеристиками. Целью данной работы является изучение
периодических свойств 2-ЛРС над произвольным кольцом Галуа четной
характеристики.
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Пусть r, n ∈ N, q = 2r, а R = GR(qn, 2n) есть кольцо Галуа мощ-
ности qn и характеристики 2n. Пусть F (x) — многочлен максимального
периода степени m > 2, F (x) ∈ R[x]. Обозначим ei,j матричную едини-
цу, т. е. (m ×m)-матрицу, в которой на пересечении i-й строки и j-го
столбца стоит 1, а на остальных позициях — 0 (счет строк и столбцов
будет вестись с нуля). Рассмотрим e↓ — записанный столбцом базис
R-бимодуля Rm,m, состоящий из матричных единиц:

e0,0, . . . , e0,m−1, e1,0, . . . , e1,m−1, . . . ,

а также автоморфизмы ϕ0 и ϕ1 бимодуля Rm,m, определенные соотно-
шением

∀ s ∈ {0, 1} : ϕs(x) = ~x (S(F )1−s ⊗ S(F )s) e↓,

где ~x — строка координат x в базисе e↓, ⊗ — операция тензорного про-
изведения матриц. Пусть τ = qm − 1, автоморфизм σ бимодуля Rm,m
таков, что

σ = ϕ
2n−2(τ−1)
0 ϕ2n−2(τ+1)

1 , (1)

и θ есть корень многочлена F (x) в кольце S = GR(qmn, 2n). Элементу
α = θ2n−2(τ−1) сопоставим его образ α при естественном эпиморфизме
S → S/2S, а каждому значению j ∈ {1, 2, . . . ,m − 1} — минимальный
многочлен µj(x) элемента αq

j−1 над полем R = R/2R. В следующем
параграфе будет доказано следующее утверждение.

Утверждение 1. Характеристический многочлен автоморфизма
σ имеет следующее каноническое разложение :

χσ(x) = G0(x)G1(x) · · ·Gm−1(x), (2)

где G0(x) = (x− 1)m и Gj(x) = µj(x), j = 1, 2, . . . ,m− 1.
Для всякого j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} положим Hj(x) = χσ(x)/Gj(x).

В силу утверждения 1 существуют такие многочлены U0(x), U1(x), . . .,
Um−1(x), что U0(x)H0(x)+U1(x)H1(x)+· · ·+Um−1(x)Hm−1(x) = 1. Пусть
отображение ψ: Rm,m → R возвращает элемент, стоящий в первой стро-
ке и первом столбце своего аргумента, а tr — функция «след» из R в
Z2. Рассмотрим функцию самоуправления β: Rm,m → Z2, определенную
равенством β(x) = tr{ψ(U0(σ)H0(σ)(x))} для любого x ∈ Rm,m.

Пусть функция перехода hβ автономного автомата

Aβ = (Rm,m,R, hβ , ψ) (3)

задана соотношением hβ(x) = ϕβ(x)(x) для каждого x ∈ Rm,m.
Следуя [3], будем называть автомат (3) самоуправляемым 2-линейным

регистром сдвига (самоуправляемым 2-ЛРС).
Всюду далее фраза «свойство выполняется почти для всех состо-

яний» означает, что доля состояний, для которых свойство не выпол-
няется, есть o (1) при m → ∞. Перечислим основные результаты этой
работы.



Периодические свойства 2-линейного регистра сдвига 515

1. Разложение (2) индуцирует следующее однозначное представле-
ние последовательности состояний w автомата Aβ :

w = · · ·

Если · · · и
. . . ,

то период T (γ) выходной последовательности γ вычисляется по формуле

T (γ) = · · · (4)

2. Неравенство (4) обращается в равенство тогда и только тогда,
когда

· · ·

Почти для всех начальных заполнений w(0) справедливо соотношение

T (γ) = · · · .

3. Число N(Aβ) начальных состояний w(0), для которых неравен-
ство (4) обращается в равенство, выражается формулой

N(Aβ) = · · ·

где µ — функция Мебиуса. Таким образом, почти все состояния 2-ЛРС
Aβ . . .

§2. Эффект сокращения периода

Изучим периодические свойства выходной последовательности γ.
Поскольку

∀ i > 0 : γ(i) = ψ(w(i)),

очевидно, T (γ) |T (w). В этом параграфе будет показано, при каких усло-
виях отсутствует эффект сокращения периода, т. е. выполняется равен-
ство

T (γ) = T (w). (5)

Напомним, что S = GR (qmn, 2n). Имеет место следующее 2-адиче-
ское разложение всякого элемента x ∈ S:

x = x0 + 2x1 + 22x2 + · · ·+ 2n−1xn−1,

где xq
m

i = xi, i = 0, 1, . . . , n − 1. Рассмотрим автоморфизм ϕ кольца S,
определенный равенством

∀a ∈ S : ϕ(x) =
n−1∑

i=0

2ixqi .
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Из следствия 2 вытекает, что N(Aβ)=
при m→∞, т. е.

T (γ) = . . . m→∞,

для почти всех начальных заполнений w(0) 2-ЛРС Aβ .

§4. Заключение

Подведем итоги. В данной работе впервые вычислена цикловая
структура самоуправляемого 2-линейного регистра сдвига над кольцом
Галуа четной характеристики. Показано, что почти все состояния это-
го автомата и почти для всех на-
чальных заполнений регистра .

Автор выражает глубокую признательность профессору А. А. Неча-
еву за постановку задачи и постоянное внимание к этой работе.
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