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Результаты работы позволяют получить оценку скорости слабой схо-
димости статистик критериев согласия со степенными мерами расхождения
{Tλ(Y), λ ∈ R}, построенных по полиномиальному распределению размер-

ности k, к хи-квадрат распределению. Именно, результаты работы приводят
к оценке P {Tλ(Y) < c} = Gk−1(c) +O (n−1+1/k), n→∞, где Gr(c) — функ-

ция распределения случайной величины хи-квадрат с r степенями свободы.
Доказательство основано на специальном методе, использующем известный
из теории чисел результат о приближении числа точек с целыми координа-
тами, содержащихся в некотором множестве, его объемом.

Ключевые слова: теорема Э.Главки, слабая сходимость, гауссова кри-

визна, выпуклое многообразие, аппроксимация хи-квадрат распределением,

семейство степенных статистик согласия.
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§ 1. Введение и основной результат

1.1. Введение. Рассмотрим вектор Y = (Y1, Y2, . . . , Yk)T , име-
ющий полиномиальное распределение Mk(n, π), т. е. распределение, у
которого для любых nj = 0, 1, . . . , n (j = 1, 2, . . . , k)

P {Y1 = n1, Y2 = n2, . . . , Yk = nk}

=

{
n!

n1!n2! . . . nk!
πn1

1 πn2
2 . . . πnkk при n1 + n2 + · · ·+ nk = n,

0 в противном случае,

где π = (π1, π2, . . . , πk)T , πj > 0, π1 + π2 + . . . + πk = 1. Далее будем
считать выполненной основную гипотезу H0: π = p = (p1, p2, . . . , pk)T .
При этом ковариационная матрица вектора Y, как известно, равна Ω =
(δji pi − pipj)ij ∈R(k−1)×(k−1).

Классический критерий согласия, предложенный К. Пирсоном, ис-
пользует так называемую статистику χ2. Эта статистика имеет простой
вид и удобна в применении. Вместе с тем, для получения хорошей точ-
ности при помощи этого критерия необходимо иметь достаточно боль-
шой объем входных данных (в сумме и по отдельности в каждой ячейке).
Кроме того, на практике чаще всего приходится заменять распределение
статистики асимптотическим. Точность этой аппроксимации зависит от
числа ячеек, а величина ошибки чаще всего неизвестна. Непонятно и то,
является ли статистика χ2 оптимальной на малых объемах выборки.

В связи с этим многие ученые исследовали другие подходы к по-
строению критериев согласия с целью найти наиболее эффективный в
том или ином статистическом смысле. Особое место в этих исследова-
ниях занимают работы Н. Крисси [6] и Т. Рида [13]. Эти авторы ввели в
употребление и произвели первичный анализ семейства статистик

tλ(Y) =
2

λ(λ+ 1)

k∑

j=1

Yj

((
Yj
npj

)λ
− 1

)

, λ ∈R,

называемых степенными статистиками согласия. Это семейство пред-
назначено для построения критериев согласия по сгруппированным дан-
ным. Оно параметризовано вещественным параметром λ, при этом как
собственно статистика χ2, так и другие распространенные статистики
являются частными случаями.

З а м е ч а н и е 1. Соответствующий англоязычный термин — po-
wer divergence family of statistics. Название статистик объясняется тем,
что они представляют собой меры несоответствия между эмпирически-
ми частотами Y и теоретическими вероятностями p. При этом несоот-
ветствие измеряется посредством функции степенного вида.

З а м е ч а н и е 2. При λ = 0,−1 эту запись следует понимать как
результат предельного перехода.



Скорость сходимости статистик критериев согласия 675

З а м е ч а н и е 3. Полагая λ = 1, λ = −1/2 и λ = 0, получаем хи-
квадрат статистику, статистику Фримана–Тьюки и логарифмическую
статистику отношения правдоподобия соответственно.

Предполагая выполненной основную гипотезу, рассмотрим преобра-
зование

Xj =
Yj − npj√

n
, j=1, 2, . . . , k, r=k − 1, (1)

и составим вектор X = (X1,X2, . . . ,Xr)T . Компоненты этого вектора
сосредоточены на решетке

L =
{

x = (x1, x2, . . . , xr)
T , x =

n− np
√
n

, n = (n1, n2, . . . , nr)
T
}
,

где nj — неотрицательные целые числа.
З а м е ч а н и е 4. Статистика tλ(Y) может быть представлена

как функция от X вида

Tλ(x) =
2n

λ(λ+ 1)

k∑

j=1

pj

((
1 +

xj
pj
√
n

)λ+1

− 1
)
, (2)

а затем посредством разложения по Тейлору преобразована к виду

Tλ(x) =
k∑

i=1

(x2
i

pi
+

(λ− 1)x3
i

3 p2
i

√
n

+
(λ− 1)(λ− 2)x4

i

12 p3
i n

+O
(

1

n3/2

))
, n→∞.

(3)
Хорошо известен факт, что распределение всех статистик семей-

ства сходится к распределению хи-квадрат с k − 1 степенями свободы
(см., например, работу [6, с. 443]). Однако для построения эффективных
критериев согласия на их основе необходимо оценить качество аппрок-
симации предельным распределением. В связи с этим большой интерес
представляет проблема оценки скорости сходимости степенных стати-
стик согласия к предельному распределению.

Для того чтобы уяснить себе суть используемых в работе результа-
тов, необходимо ввести новое определение. Назовем множество B ⊂ Rr

расширенным выпуклым, если для всех l = 1, 2, . . . , r оно представимо в
виде

B = {x = (x1, x2, . . . , xr)
T : λl(x

∗) < xl < θl(x
∗) и

x∗ = (x1, x2, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xr)
T ∈ Bl},

где Bl — некоторое подмножество Rr−1, а λl(x
∗), θl(x

∗) — некоторые
непрерывные функции на Rr−1.

Для того чтобы исследовать степенные статистики согласия на сла-
бую сходимость, заметим, что функцию распределения P {Tλ(X) < c}
статистик семейства можно записать в виде вероятности попадания слу-
чайного вектора X, имеющего решетчатое распределение, в некоторое
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