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1) От Ред а к ц и и. Этой главой мы начинаем публикацию журнальной редакции

книги «Коллекция неравенств теории вероятностей».
Запланировано, что издание всей коллекции в виде единой книги будет осуществлено по-

сле завершения ее публикации в журнальной редакции, но к началу 2013 г. Редакция намерена
издать ее в форме защищенной от копирования π -книги (Портативной Интерактивной кни-
ги), позволяющей, в частности, пополнять (многими способами) ее содержание по усмотрению
читателя-пользователя.

В последующих выпусках нашего журнала публикуются: «Гл. II. Неравенства для мо-
ментов функций от двух случайных величин», «Гл. III. Неравенства для моментов функций от
нескольких случайных величин», «Гл. IV. Неравенства для распределений случайных вели-
чин», «Гл. V. Неравенства для функции распределения функции от двух случайных величин»,

(Продолжение примечания см. на с. 864.)
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§ 1.1. Неравенства для первого момента

MXf(X) 6MX 6MXg(X),

если X > 0, f(x) 6 1 6 g(x) для x > 0.

Комм е нт а р и й 1.1-1
Прим е р. Пусть f(x) = b (ax − (ax)r), где a > 0, b = rr/(r−1)/(r − 1), r > 1.

Тогда f(x) 6 1 для x > 0. Следовательно, MX > ab (MX2 − ar−1MXr+1). При
r = 3 неравенство доказано в [1]. Если

ar−1 =
MX2

rMXr+1
, MX > 0,

то неравенство принимает вид MXr+1(MX)r−1 > (MX2)r (частный случай нера-
венства Ляпунова).

1. Berger B. The fourth moment method. — In: Proceedings of the Second Annual
ACM–SIAM Symposium on Discrete Algorithms. (ACM/SIGACT–SIAM Conference
on Discrete Algorithms. San Francisco, CA, USA. January 28 - 30, 1991.) Philadelphia:
SIAM, 1991, p. 373–383.

MX 6M
(X + a)t

(X + b)t−1
−
at

bt−1
,

если X > 0, a > 0, b > 0, 0 6 t 6 1.

Комм е нт а р и й 1.1-2
Неравенство — следствие оценки

x+
at

bt−1
6
(x+ a)t

(x+ b)t−1
,

выполняющейся при всех x, a, b > 0, 0 6 t 6 1.

1. Мухтаров Х.Ш. О некоторых неравенствах типа теорем вложения. — Матем.
заметки, 1970, т. 8, в. 2, с.159–167.

«Гл. VI. Неравенства для вероятности принадлежности многомерной случайной величины за-
данному множеству», «Гл. VII. Неравенства для функции распределения или плотности сумм,
произведений, членов вариационного ряда случайных величин», «Гл. VIII. Неравенства для
функции распределения модуля или нормы суммы случайных величин», «Гл. IX. Неравен-
ства для функции распределения максимума суммы случайных величин», «Гл. X. Неравен-
ства для функции распределения максимума модуля или нормы суммы случайных величин»,
«Гл. XI. Отклонение функции распределения суммы случайных величин от конкретной функ-
ции распределения», «Гл.XII. Неравенства для характеристических функций», «Гл.XIII. Рас-
стояния между законами распределения», «Гл. XIV. Неравенства для вероятностей различных
событий», «Гл. XV. Неравенства для гамма-функции, факториалов, биномиальных и полино-
миальных коэффициентов», «Гл. XVI. Смесь»

Издание каждой главы сопровождается списком используемых обозначений и полным
списком литературы, упомянутой в отдельных «статьях-экспонатах» коллекции.
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∞∑

n=0

(an+1 − an)P {X > an+1} 6MX 6
∞∑

n=0

(an+1 − an)P {X > an},

если X > 0 , 0 = a0 6 a1 6 a2 6 ∙ ∙ ∙ , limn→∞P {X > an} = 0 .

Комм е нт а р и й 1.1-3

Используя равенство MX =
∫∞
0
P {X > u} du =

∑∞
n=0

∫ an+1
an

P {X > u} du и
монотонность функции h(u) = P {(x > u} , получим оценки

(an+1 − an)P {X > an+1} 6
∫ an+1

an

P {X > u} du 6 (an+1 − an)P {X > an}

.
Неравенства используются (см., например [1, с. 89; 2]) для оценки MX =M f(Y ) ,

где Y > 0, f(x) неотрицательна и монотонно возрастает при x > 0. При этом
P {x > an} заменяется на P {Y > g(an)} , где g(f(x)) ≡ 1 . Например, если an = n
для n ∈ N, то приходим к оценке [3, с. 199]:

M f(Y ) 6
∞∑

n=0

P {Y > g(n)} 6 1 +m+
∞∑

n=m+1

h(n) 6 1 +m+
∫ ∞

m

h(t) dt,

где функция h(x) монотонно убывает и при всех n ∈ Z+ удовлетворяет условию
P {Y > g(n)} 6 h(n), а m = max {n ∈ Z+ : h(n) > 1} .

1. Chow Y. S., Teicher H. Probability Theory: Independence, Interchangeability,
Martingales. N. Y. etc.: Springer, 1978, xv+455 p.

2. Трубов Д.М. Об усиленном законе больших чисел. — Лит. матем сб., 1982, т. XXII,
в. 2, с. 189–193.

3. von zur Gathen J., Shoup V. Computing Frobenius maps and factoring polynomials. —
Comput. Complexity, 1992, v. 2, № 3, p. 187–224.

|MX −MX | 6
√
3DX

если X имеет унимодальное распределение, MX — мода распределения
случайной величины X (т. е. функция распределения F (x) = P {X 6 x}
выпукла при x < MX и вогнута при x > MX ).

Неравенство превращается в равенство только для равномерного или
вырожденного распределений.

1. Высочанский Д.Ф., Петунин Ю.И. Об одном неравенстве Гаусса для одновер-
шинных распределений. — Теория вероятн. и ее примен., 1982, т. XXVII, в. 2,
с. 339–341.

2. Basu S., DasGupta A. The mean, median, and mode of unimodal distributions: a
characterization. — Теория вероятн. и ее примен., 1996, т. 41, в. 2, с. 336–352.
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§ 1.2. Неравенства для дисперсии

DX 6 cM |X|, DY <MY,

если P {|X| 6 c} = 1, P {0 < Y < 1} = 1. Если P {0 6 Y 6 1} = 1, то
DY 6MY .

1. Прохоров А.В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 49–50).

DX 6 | a b |,

если a 6 X 6 b , MX = 0 .

1. Talagrand M. The missing factor in Hoeffding’s inequalities. — Ann. Inst. H. Poincaré
Probab. Statist., 1995, v. 31, № 4, p. 689–702. (См. с. 699.)

2. McDiarmid C. Concentration. — In: Probabilistic Methods for Algorithmic Discrete
Mathematics. /Ed. by M. Habib, C. McDiarmid, J. Ramirez-Alfonsin, B. Reed. Berlin
etc.: Springer, 1998, p. 195–248. (См. с. 212.)

DX 6 2
(
inf
{
r : r > 0, M cosh

X

r
< 2
})2
,

если MX = 0 .

1. Бесклинская Е.П., Козаченко Ю.В. Сходимость в нормах пространства Орлича
и теоремы Леви–Бакстера. — Теория вероятн. матем. статист., 1986, в. 35, с. 3–6.

DX > λ2 k(k+1)
(
1− α

2k+1

3

)
,

если supx∈RP {x 6 X 6 x+ 2λ} 6 α, λ > 0, k ∈ N, k < 1/α 6 k + 1.

1. Хенгартнер В., Теодореску Р. Функции концентрации. М.: Наука, 1980, 173 с.
(См. с. 27.)
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§ 1.3. Неравенства для степенных моментов

MXt = t

∫ ∞

0
xt−1

(
1− F (x)

)
dx,

если X > 0, t > 0.

1. Прохоров А.В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 52.)

MXt =
∞∑

k=1

(
kt − (k − 1)t

)
P {X > k}

если P {X ∈ Z+} = 1, t > 0.

1. Франкен П. Уточнение предельной теоремы для суперпозиции независимых про-
цессов восстановления. — Теория вероятн. и ее примен., 1963, т. VIII, в. 3, с. 341–
348.

MXt 6 at + t
∫ ∞

a

xt−1P {X > x} dx,

если X > 0, t > 0, a > 0.

1. Сунклодас Й. Некоторые неравенства для распределений сумм m -зависимых слу-
чайных элементов. I. — Лит. матем. сб., 1983, т. XXIII, в. 2, с. 186–196.

MXt = |t|
∫ ∞

0
xt−1 F (x) dx,

если X > 0, t < 0.

1. Прохоров А.В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 52.)
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§ 1.4. Неравенства для абсолютных моментов

M |X| 6
1

2
(DX + 1),

если MX = 0 .

1. Прохоров А.В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 52.)

M |X|u 6 1 +M |X|v, M |X − a|p 6 2p
(
M |X|p + |a|p

)
,

если a ∈ R, p > 1, 0 < u < v.

1. Козлов М.В. Элементы теории вероятностей в примерах и задачах. М.: Изд-во
Московского ун-та, 1990, 344 с. (См. с. 143–144.)

M |X −MX|3 6M |X|3 + 3 |MX|MX2 6 4M |X|3,

если M |X|3 <∞.

1. Розовский Л.В. Оценка снизу вероятностей больших уклонений суммы независи-
мых случайных величин с конечными дисперсиями. — Записки научн. семинаров
ЛОМИ, 1999, т. 260, с. 218–239.

M |X −MX|p 6 2MXp, M |X − a|p 6MXp + ap,

если X > 0, p > 1, a > 0.
Комм е нт а р и й 1.4-1

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем: M|X−a|p=M(X−a)p I{X>a}+M(a−X)p I{a>X}6

MXpI{X>a}+ap 6MXp+ap. При a=MX используем неравенство (MX)p 6MXp

Ляпунова [1, с. 16].

1. Петров В.В. Предельные теоремы для сумм независимых случайных величин.
М.: Наука, 1987, 317 с.
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§ 1.5. Неравенства для семинвариантов

|Γk(X)| 6 Ck (k−1)!M |X|
k,

если k ∈ N, Ck = 2k−1 при MX 6= 0, Ck = 1 при MX = 0.

1. Бикялис А. Об остаточных членах в асимптотических разложениях для харак-
теристических функций и их производных. — Лит. матем. сб., 1967, т. VII, в. 4,
с. 571–581.

2. Якшявичюс Ш.В. Об оценке производных сложной функции. — Лит. матем. сб.,
1987, т. XXVII, в. 2, с. 394–412.

|Γk(X)| 6 M |X|
k +MX2M |X|k−2

(
aλk−2(k−1)!− 1

)

6 aλk−2 (k−1)!M |X|k, k = 5, 6, . . . ,

|Γm(X)| 6 b λ
m−2(m−1)!M |X|m, m = 3, 4, . . . ,

если MX = 0, λ = 0, 87245 . . . — корень уравнения e1/x − 1/x = 2,

a =
1

2λ
max

{

1,
|Γ5(X)|

12λ2M |X|5

}

, b =
11

24λ3
.

1. Розовский Л.В. О коэффициентах ряда Крамера. — Теория вероятн. и ее примен.,
1998, т. 43, в. 1, с. 161–166.

|Γk(X)−MX
k| 6

(k − 1)!
2

M |X|k−2DX,

если MX = 0, MX2m+1 <∞, m, k ∈ N, 4 6 k 6 2m+ 3.

При доказательстве используются равенства

Γ2(X)−MX
2 = Γ3(X)−MX

3 = 0,

Γ4(X)−MX
4 = −3 (MX2)2, Γ5(X)−MX

5 = −10 MX2MX3,

Γ6(X)−MX
6 = −15MX2MX4 + 30 (MX2)3 − 10 (MX3)2,

Γk+1(X)−MX
k+1 =

∑k−1

i=2
CikMX

iMXk+1−i

−
∑k−3

i=2
CikMX

i
(
Γk+1−i(X)−MX

k+1−i) при k = 6, 7, . . .

1. Розовский Л.В. Оценка снизу остаточного члена в центральной предельной теоре-
ме для суммы независимых случайных величин с конечными моментами высокого
порядка. — Теория вероятн. и ее примен., 2002, т. 47, в. 1, с. 169–178.
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