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1) От Ред а к ц и и. Этой главой мы продолжаем публикацию журнальной редакции

книги «Коллекция неравенств теории вероятностей».
Запланировано, что издание всей коллекции в виде единой книги будет осуществле-

но после завершения ее публикации в журнальной редакции, но к началу следующего года
Редакция намерена издать ее в форме защищенной от копирования π -книги (Портативной
Интерактивной книги), позволяющей, в частности, пополнять (многими способами) ее содер-
жание по усмотрению читателя-пользователя.

Публикация журнальной редакции начата в шестом выпуске тома 18 (2011) («Гл. I. Не-
равенства для моментов функций от случайной величины») и первом выпуске тома 19 (2012)
(«Гл. II. Неравенства для моментов функций от двух случайных величин»). В последующих
выпусках нашего журнала будут опубликованы: «Гл. IV. Неравенства для распределений
случайных величин», «Гл. V. Неравенства для функции распределения функции от двух
случайных величин», «Гл. VI. Неравенства для вероятности принадлежности многомерной
случайной величины заданному множеству», «Гл. VII. Неравенства для функции распреде-
ления или плотности сумм, произведений, членов вариационного ряда случайных величин»,

(Продолжение примечания см. на обороте.)



98 Зубков А.М., Салихов Н.П. Коллекция неравенств теории вероятностей

§ 3.1. Неравенства для средних значений

MZ =MXMY,

DZ =MY DX + (MX)2DY,

если X и Y независимы, Y > 0 , MX2 <∞ , MY 2 <∞ ,

M eitZ =

∫ ∞

0

(
M eitX

)u
dP {Y 6 u} при всех t ∈ R.

Если Y принимает только целые неотрицательные значения, то Z
– сумма Y независимых случайных величин, имеющих такое же распре-
деление, как X . В этом случае формулы для MZ и DZ известны; см.,
например, [1, гл. XII, §6, задача 1].

1. ФеллерВ. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 1. М.: Мир, 1984,
527 с.

2. РачевС.Т., РушендорфЛ. Модели и расчеты контрактов с опционами. — Теория
вероятн. и ее примен., 1994, т. 39, в. 1, с. 150-190. (См. с. 169.)

M
Sk
Sn
=
k

n
,

если распределение положительного вектора (X1, X2, . . . , Xn) инвари-
антно относительно перестановок координат, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

1. ПрохоровА.В., УшаковВ.Г., УшаковН.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 50.)

«Гл. VIII. Неравенства для функции распределения модуля или нормы суммы случайных ве-
личин», «Гл. IX. Неравенства для функции распределения максимума суммы случайных вели-
чин», «Гл. X. Неравенства для функции распределения максимума модуля или нормы суммы
случайных величин», «Гл. XI. Отклонение функции распределения суммы случайных вели-
чин от конкретной функции распределения», «Гл. XII. Неравенства для характеристических
функций», «Гл. XIII. Расстояния между законами распределения», «Гл. XIV. Неравенства для
вероятностей различных событий», «Гл. XV. Неравенства для гамма-функции, факториалов,
биномиальных и полиномиальных коэффициентов», «Гл. XVI. Смесь»

Издание каждой главы сопровождается списком используемых обозначений и полным
списком литературы, упомянутой в отдельных «статьях-экспонатах» коллекции.
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§ 3.2. Неравенства для дисперсий и ковариаций

DSn >
(
1− ρ (n− 1)

) n∑

i=1

DXi,

если |cov (Xi, Xj)| 6 ρ
√
DXiDXj при 1 6 i < j 6 n.

1. BermanS.M. Self-intersections and local nondeterminism of Gaussian processes. —
Ann. Probab., v. 19, № 1, p. 160–191.

rΔ(X(n)) 6 DSn −
n∑

i=1

DXi 6 RΔ(X
(n))

где Δ(X(n)) =
∑n
i=1(
√
DXi)

2 −
∑n
i=1DXi, X

(n) = (X1, X2, . . . , Xn);

∣
∣
∣DSn −

n∑

i=1

DXi

∣
∣
∣ 6 max

{
|r|, |R|

}( n∑

i=1

√
DXi

)2
,

если r
√
DXiDXj 6 cov(Xi, Xj) 6 R

√
DXiDXj при 1 6 i < j 6 n.

Комм е нт а р и й 3.2-1
Оценка снизу в первом неравенстве следует из того, что

DSn = M
( n∑

i=1

Xi

)2
−
( n∑

i=1

MXi
)2
=

n∑

i=1

DXi +
n∑

i,j=1
i 6=j

cov(Xi, Xj)

>
n∑

i=1

DXi +
n∑

i,j=1
i 6=j

r
√
DXiDXj =

n∑

i=1

DXi + r

(( n∑

i=1

√
DXi

)2
−

n∑

i=1

DXi

)

.

Аналогично доказывается оценка сверху. Последняя оценка следует из первых
двух и того, что

0 6
( n∑

i=1

√
DXi

)2
−

n∑

i=1

DXi 6
( n∑

i=1

√
DXi

)2
.
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§ 3.3. Неравенства для степенных моментов

MX21 −
(MX1Y1)

2

MY 21
>MX20 −

(MX0Y0)
2

MY 20
,

если M {X1 |X0, Y0} = X0, M {Y1 |X0, Y0} = Y0, P {Y0 = 0} < 1.

Комм е нт а р и й 3.3-1
Док а з а т е л ь с т в о (см. [1]). В силу того, что MY 20 > 0, справедливы соот-

ношения MY 21 =MM {Y
2
1 |X0, Y0} >M (M {Y1 |X0, Y0})

2 =MY 20 > 0, и оба знаме-
нателя положительны. Далее, так как M {X1 − λY1 |X0, Y0} = X0 − λY0 при любом
λ ∈ R, то M {(X1 − λY1)2 |X0, Y0} > (X0 − λY0)2 и

MX21 −
(MX1Y1)

2

MY 21
= min
λ∈R
M (X1 − λY1)

2 = min
λ∈R
MM {(X1 − λY1)

2 |X0, Y0}

> min
λ∈R
M (X0 − λY0)

2 =MX20 −
(MX0Y0)

2

MY 20
.

1. Dekking F.M. An inequality for pairs of martingales and its application to fractal
image coding. — J. Appl. Probab., 1996, v. 33, № 4, p. 968–973.

MXY1Y2 >
(MX1/(2t+1))

2t+1

(MY
−1/t
1 )

t
(MY

−1/t
2 )

t ,

если X > 0, Y1 > 0, Y2 > 0, t > 0.
Частные случаи: при X > 0, Y > 0, t > 0

MXY >
(MX1/(2t+1))

2t+1

(MY
−1/t
)
t ,

MXY >
1

(MX
−1/t
)
t
(MY

−1/t
)
t , MX >

1

(MX
−1/t
)
t .

Комм е нт а р и й 3.3-2
Методом индукции из неравенства можно вывести оценку

MXY1 ∙ ∙ ∙Yn >
(MX

1/tn)
tn

(MY
−1/sn
1 )

sn
∙ ∙ ∙ (MY −1/snn )

sn ,

где X > 0, Y1 > 0, Y2 > 0, . . . , Yn > 0, tn = 2t+1
1−2(n−2)t , sn =

t
1−2(n−2)t , 2(n − 2)t < 1,

n = 2, 3, . . . , t > 0. Доказательство доставляет неравенство MXX1X2 . . . Xn+1 >
(M (XX1X2 . . . Xn)

1/(2t+1))
2t+1
/(MX

−1/t
n+1 )

t
, в котором нужно положить t = sn+1 .

1. ВеретенниковА.Ю. О больших уклонениях в принципе усреднения для стохасти-
ческих дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами. II. —
Изв. АН СССР, сер. матем., 1991, т. 55, в. 4, с.91–715.
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§ 3.4. Неравенства для абсолютных моментов

(
1

n

n∑

i−1

M |Xi|
p

)1/p

6

(
1

n

n∑

i=1

M |Xi|
q

)1/q

, если 0 < p 6 q.

Комм е нт а р и й 3.4-1
Неравенство следует из неравенства Ляпунова. Введя случайную величину Z ,

P(Z = i) = 1/n для i = 1, 2, . . . , n , не зависящую от X1, X2, . . . , Xn , получим:
(
1

n

n∑

i=1

M |Xi|
p

)1/p

= (M |XZ |
p)1/p 6 (M |XZ |

q)1/q =

(
1

n

n∑

i=1

M |Xi|
q

)1/q

.

При дополнительном условии MXi = 0 для i = 1, 2, . . . , n , неравенство доказы-

валось в [1].

1. Dharmadhikari S.W., Fabian V., JogdeoK. Bounds on the moments of martingales. —-
Ann. Math. Statist., 1968, v. 39, № 5, p. 1719–1723.

2. Сунклодас Й. Расстояние в метрике L1 распределения суммы слабо зависимых
случайных величин от нормальной функции распределения. — Лит. матем. сб.,
1982, т. 22, в. 2, c. 170–187.

|MX1X2 −MY1Y2|
2

6 3
(
M |X1|

2M |X2 − Y2|
2

+M |X2|
2M |X1 − Y1|

2 +M |X1 − Y1|
2M |X2 − Y2|

2
)
,

если X1, X2, Y1, Y2 — комплекснозначные случайные величины, MXk =
MYk = 0, M |Xk|2 <∞, M |Yk|2 <∞ для k = 1, 2 .

1. CramérH. On some points of the theory of stochastic processes. — Sankhya, 1978,
ser. A, 40, 2, p. 91–115.

M

∣
∣
∣
∣X1 −

X2 +X3√
2

∣
∣
∣
∣

r

>
1

2

(

M |X1 −X2|
r +M

∣
∣
∣
∣
X1 +X2√

2
−
X3 +X4√

2

∣
∣
∣
∣

r)

,

если X1, X2, X3, X4 — НОРСВ, |X1|r <∞, 0 < r < 2.
Равенство достигается тогда и только тогда, когда X1 ∼ N

(
0, σ2

)
.

1. ЗингерА.А., Какосян А.В., Клебанов Л.Б. Характеризация распределений сред-
ними значениями статистик и некоторые вероятностные метрики. — В. сб.: Про-
блемы устойчивости стохастических моделей./ Под. ред. В.М.Золотарева,1989,
c. 47–55.



Гл. III. Моменты функций нескольких случайных величин. § 3.5 137

§ 3.5. Неравенства для средних значений выпуклых функций

M g(X1, X2, . . . , Xn) > g(MX1,MX2, . . . ,MXn),

если (x1, x2, . . . , xn) ∈ M ⊆ Rn, g(X1, X2, . . . , xn) — выпуклая функция
на M.

Комм е нт а р и й 3.5-1
Неравенство Иенсена для M g(X) , где g — выпуклая функция на выпуклой обо-

лочке носителя распределения X , можно уточнять, представляя распределение P слу-
чайной величины X в виде смеси p1P1 + p2P2 + ∙ ∙ ∙ (p1, p2, . . . > 0 , p1 + p2 + ∙ ∙ ∙ = 1)
распределений P1, P2, . . . и применяя неравенство Иенсена отдельно к случайным ве-
личинам X1, X2, . . . c распределениями P1, P2, . . . , образующими смесь, а затем вычи-
сляя математическое ожидание дискретной случайной величины, принимающей зна-
чения g(MX1), g(MX2), . . . c вероятностями p1, p2, . . .

Например, если X — вещественная случайная величина и при некотором x ∈
(−∞,+∞)

P {X < x} = p−1, P {X = x} = p0, P {X > x} = p1, p−1 + p0 + p1 = 1,
M {X |X < x} =M−1, M {X |X > x} =M1,

(1)

то M g(X) > p−1g(M−1) + p0g(x) + p1g(M1) и в силу выпуклости g(x)

p−1g(M−1) + p0g(x) + p1g(M1) > g(p−1M−1 + p0x+ p1M1) = g(MX).

Если X1, X2, . . . , Xn — независимые случайные величины, имеющие такое же распре-
деление, как X , а g(X1, X2, . . . , Xn) — выпуклая функция, то в обозначениях (1)

M g(X1, X2, . . . , Xn) >
1∑

i1,i2,...,in=−1

p
n−1
−1 p

n0
0 p

n1
1 g(Ei1 , Ei2 , . . . , Ein), (2)

где n−1, n0, n1 — количества чисел i1, i2, . . . , in , равных −1 , 0 и 1 соответственно.
Рассмотрим пример применения формулы (2) (ср. [1, лемма 4]). Пусть случай-

ные величины X1, X2, . . . , Xn > 0 независимы и одинаково распределены, а выпуклая
функция g(X1, X2, . . . , Xn) такова, что g(cX1, X2, . . . , cXn) > h(c)g(x1, x2, . . . , xn) для
всех c > 0 и (x1, x2, . . . , xn) ∈ {0, 1}n . Тогда при x = 0 имеем p−1 = 0 и, полагая
yt(A) = I, {t ∈ A}M1 , из (2) получим

M g(X1, X2, . . . , Xn) >
∑

A⊆{1,2,...,n}

p
|A|
1 (1− p1)

n−|A|g(y1(A), y2(A), . . . , yn(A))

> h(M1)M g(I {X1 > 0}, I {X2 > 0}, . . . , I {Xn > 0}).

1. Шнейберг И.Я. Иерархические последовательности случайных величин. — Тео-
рия вероятн. и ее примен., 1986, т. XXXI, в. 1, с. 147–152.

2. Партасарати К. Введение в теорию вероятностей и теорию меры.М.:Мир, 343 с.
(см. с. 177-178).
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