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1) От Ред а к ц и и. Этой главой мы продолжаем публикацию журнальной редакции

книги «Коллекция неравенств теории вероятностей».
Запланировано, что издание всей коллекции в виде единой книги будет осуществле-

но после завершения ее публикации в журнальной редакции, но к началу следующего года
Редакция намерена издать ее в форме защищенной от копирования π -книги (Портативной
Интерактивной книги), позволяющей, в частности, пополнять (многими способами) ее содер-
жание по усмотрению читателя-пользователя.

Публикация журнальной редакции начата в шестом выпуске тома 18 (2011) («Гл. I. Не-
равенства для моментов функций от случайной величины») и первых трех выпусках тома
19 (2012) («Гл. II. Неравенства для моментов функций от двух случайных величин», «Гл.
III. Неравенства для моментов функций от нескольких случайных величин», «Гл. IV. Нера-
венства для распределений случайных величин»). В последующих выпусках нашего журнала
будут опубликованы: «Гл. VI. Неравенства для вероятности принадлежности многомерной
случайной величины заданному множеству», «Гл. VII. Неравенства для функции распреде-
ления или плотности сумм, произведений, членов вариационного ряда случайных величин»,
«Гл. VIII. Неравенства для функции распределения модуля или нормы суммы случайных ве-
личин», «Гл. IX. Неравенства для функции распределения максимума суммы случайных вели-
чин», «Гл. X. Неравенства для функции распределения максимума модуля или нормы суммы
случайных величин», «Гл. XI. Отклонение функции распределения суммы случайных вели-
чин от конкретной функции распределения», «Гл. XII. Неравенства для характеристических
функций», «Гл. XIII. Расстояния между законами распределения», «Гл. XIV. Неравенства для
вероятностей различных событий», «Гл. XV. Неравенства для гамма-функции, факториалов,
биномиальных и полиномиальных коэффициентов», «Гл. XVI. Смесь».

Издание каждой главы сопровождается списком используемых обозначений и полным
списком литературы, упомянутой в отдельных «статьях-экспонатах» коллекции.
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§ 5.1. Неравенства для распределений
двумерных случайных векторов

sup
A⊆B

∣
∣
∣P {X ∈ A} −P {Y ∈ A}

∣
∣
∣ 6 P {X 6= Y },

если B — множество всех борелевских множеств на R .
1. Боровков А.А. Теория вероятностей. М.: Наука, 1986, 431 с. (См. с. 125.)

P {X > Y } > sup
x∈R

{
P {Y 6 x} −P {X < x}

}
.

1. Логунов П.Л. Об оценках вероятностей доминирования при фиксированных мар-
гинальных распределениях. — В сб.: Проблемы устойчивости стохастических
моделей. /Под ред. В.М.Золотарева, В.В.Калашникова. М.: ВНИИСИ, 1989,
с. 85–87.

P {|X1−X2|>t} 6 P

{

max{|X1|, |X2|}>
t

2

}

6 P

{

|X1|>
t

2

}

+P

{

|X2|>
t

2

}

.

Неравенства справедливы также для величин, принимающих значения в
банаховом пространстве. Для независимых X1 и X2 из суммы в правой
части можно вычесть произведение слагаемых.

1. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 2. М.: Мир, 1984,
751 с. (См. с. 176.)

2. Hoffman-Jorgensen J. Sums of independent Banach space valued random variables. —
Studia Math., 1974, v. 52, № 2, p. 158–186.

P {|X1| 6 x1, |X2| 6 x2} 6 P {|X1 +X2| 6 x1 + x2}.

1. Прохоров А.В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 68.)
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§ 5.2. Неравенства для распределений
двумерных гауссовских случайных векторов

P {X 6 x, Y 6 y}

=
e(x, y) + Φ(x) + Φ(y)

2
− T

(

x,
y − rx

x
√
1− r2

)

− T

(

y,
x− ry

y
√
1− r2

)

,

если (X,Y ) — такой гауссовский случайный вектор, что MX=MY =0,
MX2=MY 2=1 и MXY = r, e(x, y) = 0 при x y > 0 и при x y = 0,
x+ y > 0, в остальных случаях e(x, y) = −1, x, y ∈ R;

T (u, v) =
1

2π

∫ ∞

u

∫ vx

0
e−(x

2+y2)/2 dy dx =
1

2π

∫ v

0

e−u
2(1+x2)/2

1 + x2
dx.

Функция Оуэна T (u, v) удовлетворяет соотношениям

T (u, v) + T
(
uv,
1

v

)
=
1

4
− Φ(uv)Φ(u) при u, v > 0,

T (u, v) = −T (u,−v) = T (−u, v), T (u, 0) = 0,

T (u,∞) =
1− 2Φ(|u|)

4
, T (0, v) =

1

2π
arctg v, T (u, 1) =

1− 4Φ2(u)
8

.

1. Смирнов Н.В., Большев Л.Н. Таблицы для вычисления функции двумерного нор-
мального распределения. М.: Изд-во АН СССР, 1962, 204 с. (См. с. 4–6.)

P {X > 0, Y > 0} =
1

4
+
1

2π
arcsin r,

если (X,Y ) — такой гауссовский случайный вектор, что MX=MY =0,
MX2=MY 2=1 и MXY = r.

1. Bryc W. The normal distribution. Characterizations with applications. — Lect. Notes
Statist., 1995, v. 100, 139 p. (См. с. 29, 38.)
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§ 5.3. Неравенства для распределений
пар независимых случайных величин

QX+Y (x) 6 min
{
QX(x), QY (x), QX(x)QY (x) + (1−QX(x)) (1−QY (x))

}
,

QX(x)QY (y) 6 QX+Y (x+ y), QX+Z(x) 6 QX(2a+ x)QZ(x),

если X, Y, Z независимы, |Z| 6 a при некотором a > 0, x, y > 0,

QX(u) = sup
t∈R
P {t 6 X 6 t+ u}.

1. Хенгартнер В., Теодореску Р. Функции концентрации. М.: Наука, 1980, 173 с.
(См. с. 52.)

2. Арак Т.В., Зайцев А.Ю. Равномерные предельные теоремы для сумм независи-
мых случайных величин. — Тр.Матем. ин-та им. В. А. Стеклова АН СССР, 1986,
т. 174. (См. с. 47.)

3. Прохоров А.В., Ушаков В.Г., Ушаков Н.Г. Задачи по теории вероятностей.
Основные понятия, предельные теоремы, случайные процессы. М.: Наука, 1986,
327 с. (См. с. 64–65.)

4. Рогозин Б.А. Компактность и функции концентрации сверток распределения. —
Теория вероятн. и ее примен., 2005, т. 50, в. 1, с. 81–97. (См. с. 92.)

Q(X+Y, A) 6 min {Q(X, A), Q(Y, A)},

если X, Y — независимые случайные векторы в Rk,

Q(X, A) = sup
y∈Rk

P {X− y ∈ A}, A ⊂ Rk.

1. Паулаускас В.И. Функции концентрации конечномерных и бесконечномерных слу-
чайных векторов. — Лит. матем. сб., 1973, т. ХIII, в. 1, с. 137–156.

P {X > max {Y, x}} > P {X > Y }P {X > x},

если X, Y независимы, x ∈ R .

1. Зубков А.М., Севастьянов Б.А., Чистяков В.П. Сборник задач по теории веро-
ятностей. М.: Наука, 1989, 317 с. (См. с. 96.)
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§ 5.4. Неравенства для распределений
двух одинаково распределенных случайных величин

P
{
|X1 +X2| > x

}
>






1

2
− (1− p)2 при p >

1

2
,

p2 при p 6
1

2
,

если X1, X2 — независимые одинаково распределенные случайные ве-
личины, p = P {|X1| > x}, x > 0.

1. Катона Г.О.Х. Неравенства для распределения длины суммы случайных векто-
ров. — Теория вероятн. и ее примен., 1977, т. XXII, в. 3, с. 466–481.

P
{
|aX1 + bX2| > α

}
> f

(
P
{
|X1| > β

})
,

если X1, X2 — независимые одинаково распределенные случайные ве-
личины, a, b, α, β > 0,

f(p) =






0, если a+ b <
α

β
,

p2

2
, если a <

α

β
6 a+ b,

6 p− p2 − 1
8

, если p >
1

3
, C1 <

α

β
6 a,

p2, если p 6
1

3
, C1 <

α

β
6 a,

1

2
− (1− p)2, если p >

1

2
, C0 <

α

β
6 C1,

p2, если p 6
1

2
, C0 <

α

β
6 C1,

где C0 = a(a+ b)/(a+ 2b) , C1 = (a2 + b2)/(a+ b) .

1. Сидоренко А.Ф. Экстремальные оценки вероятностных мер и их комбинаторная
природа. — Изв. АН СССР, сер. матем., 1982, т. 46, в. 3, с. 535–568.
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