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§ 1. Введение

С началом первых торгов на финансовых рынках появились рабо-
ты Р.Мертона, Ф.Блэка и М.Шоулза [2], [8] по расчету справедливых
цен опционов. В этих работах было установлено, что справедливые це-
ны опционов являются функционалами на траекториях моделирующих
случайных процессов. В классических работах в качестве моделирую-
щих процессов использовались гауссовские процессы. Вычисление спра-
ведливой цены опциона в модели Блэка–Шоулса сводится к решению
уравнения в частных производных с начальными или краевыми усло-
виями или со свободной границей. Это уравнение, которое в литера-
туре по стохастической финансовой математике называется уравнени-
ем Блэка–Шоулса, является обратным уравнением Колмогорова. Непре-
рывные траектории и тонкий хвост гауссовского распределения делают
модель Блэка–Шоулса нереалистичной. Это обстоятельство привело к
появлению с конца прошлого века более реалистических моделей, в кото-
рых применяются негауссовские процессы Леви. В новых моделях появи-
лась возможность моделировать скачки и более реалистично оценивать
риски. Вычисление функционалов на траекториях негауссовских про-
цессов Леви связано с решением интегро-дифференциального уравнения
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Колмогорова (обобщенного уравнения Блэка–Шоулса). Решение интегро-
дифференциального уравнения Колмогорова связано с аналитическими
и вычислительными трудностями [6]. Методы вычисления безарбитраж-
ных цен опционов включают в себя: конечно-разностные схемы; метод
линий; методы, использующие преобразование Лапласа и преобразова-
ние Фурье; методы, использующие факторизацию Винера–Хопфа; мето-
ды Монте-Карло [7], [9].

Широкий класс процессов Леви может быть получен на основе субор-
динации гауссовского процесса Леви [1]. К этим процессам, напри-
мер, относятся широко применяемые в финансовой математике процессы
Variance Gamma (VG) и Normal inverse Gaussian (NIG).

Процесс VG имеет вид Xt = W (Zt), где W есть стандарт-
ное броуновское движение, Zt — гамма-субординатор с плотностью
fZt(x) = b

atxat−1e−bx/Γ(at). Плотность Леви процесса VG есть gν(x) =

a|x|−1(e
√
2bx I(−∞,0)(x)+e

−
√
2bx I(0,∞)(x)), где a > 0, b > 0. Заметим, что

процесс VG является частным случаем более широкого класса процессов
CGMY.

Процесс NIG имеет вид Xt = C(Zt) + αt , где Ct = βt +Wt , Zt =
inf {s > 0 : Ws + γs = δt} есть обратный гауссовский субординатор с
характеристической экспонентой μZ(u) = δ(

√
2u+ γ2 − γ) .

§ 2. Постановка задачи

Рассмотрим (B,S) -рынок

St = S0e
Xt , Bt = e

rt, (1)

где Xt (t ∈ [0, T ]) — процесс Леви с семейством одномерных законов рас-
пределения Pt(dx) = P {Xt ∈ dx} . Пусть финансовое обязательство f(x)
таково, что E |f(St)| =

∫∞
−∞ |f(S0e

x)|Pt(dx) < ∞ для любого t ∈ [0, T ].
При этом предположении существуют безарбитражные цены

V (T − t, x) = e−r(T−t)EQ(f(S0e
XT−t+x)), t ∈ [0, T ], (2)

где Q — одна из мартингальных мер, эквивалентных исходной мере.
Если процесс Xt не является гауссовским процессом Леви, то эквива-
лентная мартингальная мера, если она существует, может быть не един-
ственной. Пусть Zt — процесс плотности, т. е. Q(dx) = ZTP (dx) и Zt =
EP (ZT |Ft) , Ft — естественная фильтрация. Процесс плотности может
быть найден при помощи преобразования Эшера ZT = eaXT /E eaXT ,
Zt = e

aXt/E eaXt . Подробное описание преобразования Эшера можно най-
ти в [10]. Параметр a находится из условия, что процесс StZt/Bt есть
мартингал. Относительно параметра a возникает уравнение

ηX(−i(a+ 1))− ηX(−ia) = r. (3)
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Условия существования решения уравнения (3) рассмотрены в работе
[4]. Пусть a — решение уравнения (3), тогда формула (2) приобретает
вид

V (T − t, x) = e−(r+ηX(−ia))(T−t)−axE (ea(XT−t+x)f(S0e
XT−t+x)). (4)

При обозначениях V (T−t, x) = V (T−t, x) e(r+ηX(−ia))(T−t)+ax , g(x) =
eaxf(S0e

x) , τ = T − t уравнение (4) приобретает вид

V (τ, x) = E g(Xτ + x). (5)

Задача (5) является основной исследуемой задачей.

§ 3. Обобщенное уравнение и обобщенная формула
Блэка–Шоулса

Задача (5) эквивалентна уравнению

∂

∂τ
V (τ, x) = AV (τ, x) с начальным условием V (0, x) = g(x), (6)

где A — инфинитезимальный генератор процесса Xt. Вывод уравне-
ния (6) можно найти в [3]. Инфинитезимальный генератор процесса Леви
имеет вид

Af(t, x) = m
∂

∂x
f(t, x) +

σ2

2

∂2

∂x2
f(t, x)

+

∫ ∞

−∞

(

f(t, x+ y)− f(t, x)− y
∂

∂x
f(t, x)I{|y|61}(y)

)

ν(dy). (7)

В силу (6), (7), функция V (τ, x) удовлетворяет интегро-дифференциаль-
ному уравнению

∂

∂τ
V (τ, x) = m

∂

∂x
V (τ, x) +

σ2

2

∂2

∂x2
V (τ, x)

+

∫ ∞

−∞

(

V (τ, x+y)−V (τ, x)−y
∂

∂x
V (τ, x)I{|y|61}(y)

)

ν(dy) (8)

с начальным условием V (0, x) = g(x) . Уравнение (8) в литературе
по финансовой математике называется обобщенным уравнением Блэка–
Шоулса.

Пусть существует такое b > 0 , что h(x) = e−bxg(x) абсолютно ин-
тегрируема и пусть ĥ(u) — преобразование Фурье функции h(x) , тогда
g(x) = ebxh(x) = ebx

∫∞
−∞ e

iuxĥ(u) du . Отсюда следует, что E g(Xt + x) =

E
∫∞
−∞ e

i(u−ib)(Xt+x)ĥ(u) du =
∫∞
−∞ ĥ(u)e

i(u−ib)x+τηX(u−ib) du , и формула (5)
преобразуется в формулу

V (τ, x) =

∫ ∞

−∞
ĥ(u)e i (u−ib)x+τ ηX(u−ib) du. (9)
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Красная линия соответствует справедливой цене в следующей модели
Блэка–Шоулза: St = S0e(α+β)t+Wt , Bt = ert , т. е.

CBS = S0Φ

(
1
√
T

(

ln
S0
K
+ T (r + 1/2)

))

−Ke−rTΦ

(
1
√
T

(

ln
S0
K
+ T (r − 1/2)

))

= 25, 587.

§ 8. Заключение

В результате получен алгоритм вычисления справедливых цен евро-
пейских опционов для моделей под управлением процессов Леви с бес-
конечной мерой Леви. Проблемы с сингулярностью меры Леви в нуле
решены за счет использования субординации или замены времени на слу-
чайную величину для гауссова процесса. Субординатор обладает рядом
аналитических преимуществ по сравнению с общим процессом Леви, так
как субординатор является неубывающим процессом, что влечет огра-
ниченную вариацию его траекторий. Это позволяет разрабатывать эф-
фективные имитационные модели субординаторов и использовать метод
Монте-Карло для вычисления внешнего математического ожидания по
субординатору.
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